wi 


2 


un? 
Sa 


> 
3 


RR wo“ - “ 
ji ” Kran» * 


ERER. » ‘ 


Bere EEE 


= u. 


TI an tan ? > i En 
5 > rap = Eee ee] Kara mm *, | 
N EN hernerten: denen ge pi tere meh hehe ee rer ag a Er? en euer Betr | | . 
R , ee ITEREN) ; SER Hin FAFzeen 53 % er ne = = | = z | ' 
pr Bi ze Aalinfe ar TURN 7 tr® & rie east ne na a er 2 $ ö 2 z 


” er nie 
en SPS PE ee La 


IH 


1 N 


\ A jean 
u 


hi a 
r ui 
bi) 


ui M a | ur 


ü | ı f 


j / j 


u BL 
. u. 


| 
A| I | 
ih I) 7 
‚ ul | at . | 


I | | 
1) N 


Ni u I u 
ii \ 1 l “ \ “ 


an AN 


||| II INNONNI RI S SSL NUN 


In 


M In il 
I N 
; | N 


? 
H 


ul 
Hl 


‘e 
7 1 
Y N) 


L 
er 


i)) 


u 


ul 
l 


il) 


rn 


IN) 
| 
n 


II 
II 


AIR 
k 


Il) 


! 
a 


Inn, 


N 
Mi 
N 


di 


Hl 


I " Ai, nn. 


ul lillli 
N) || 1) ll) 


N III) hl 
I ji) || | IN 
| HUSTEN IT 
» ) | | | IN INN 
ll I 
| IHN N 
. ill j 


IN NN I INN 
jß ıl Mi Hi |) ” ANLUIN 


|! 
Mt 
) j ( I 
\ 


Il) 
| ill |) 
l N 
1; I) uk) . 
N | il) I 


) 


LFTTIEITE 


ll II 
NR ıl) | m MN JINIININ 


H) II |) 
ll i il) N) 
I N II 
Ill Ill HNIHIN 


I ı 
IN | 
. 


I I} 
Mil ill N EIFIIITERIETEIE REN] 
III, | RERSTUTTEHSUBFELRIHTEEAUHL ENT) 


NN \) ulll| HINEN 
ll) 1 |) I LEI IN . JAH INH 1 | I | 
N il I {} 3 . | \ i | | \ 
I } relıı Ih Kult] 1 


R 


i 


I Il) 


Slrttem TI NN 


IhEE Hl 


| 


j IN N KRRRENNTFIRTERSEREREFTISINN EIG 
| pure SSL 
Il HLSTATEEhE| 


ii 


ı II 
INMII N I 
N I il) I nn 1 
I) I) N) ||) 
N n ı nn | il INIlN 
| 


ı 
il 


\ .. 
Ill) 


||| 
i || I) | 


| II 
| ) INN 
de 


I), 


| I) 
LEITHETIFI IL, 
KIEHEHELLIELER HI 


[SA haRa Ta) 
ILS EN UN) 


IN | 
| ‚N 


| 
| nl) 


{ 


j) 
} Il 
I 


I 
| 
| 
I) 


Ihr 


ı 
| 
| 


JUN 


| | 
I 


| 


INN 3 M | 


| 


m III INN 
ERSSTUETSTUIRIRTBEHN TEN KESSEL 1071] 
n ji) IN, SEITIEIEISITEIL USERS UNI LU 
INN UN II | 
I ill Ih! N j \l | il 


H 


‚ll! ‚ | Ih} 
| IN) I) Il) I 


III] 


INN II 
1 “ er a 


|| 

\ 

| 
| 


Il) 


I 
il 


i) 


IN 


” I 
ı) 
I 


| 
I 
1 
| 
(ij 
IN 
IN ; 
ii 
1 
ı I) 


” il 


HEIM) 
AIRNILILIHNH NEN 


Jill) 


iM 
III 
|| I " IMl] 


ll) 


I) 


) 


|} Ih Ill Il) N KUN III N 
An IN N IN 
Kl I ) 1 I | 
| | | 
IHN HIN 
IN Il | 
RER) 


IIIHIFNIT II] 
1111 IRUSDUERARERERRI TI 


N N! 
il) I, | I 
| INN I 
III] I 

HIN IIEHNIETH RT) | j 

Ill | IN 
li) | 
ji 


| 

| 

| | IN 
ı | ||) ı) |) un I 
| I il |) il) | IN 
INNEN 
| 


4 
ı N n E Sl | 
INNEN NN | 
ll | | 


ln . I] | 


Bi Mn. im > " of i ii i " h N N Ei, f 
Ber a Be ' 
Ri ws Rn so N n i N | 
N = Y f ii 3 H N N“ | N \ nn si 
| 
IN | i "N 


ul 


nn 


ne 


mm 


zz zz he ohaäde ee 


R A 


ae 


en. 


| il E j "N er 


a) a 
ll 


M Ni) Hi \ ı il) 
| u ı)) 
‚nl ., h 
In 


| n N Inf 
5 i Mi In j 


nun 
ee ee 
Te 
=——— 
er 
a nuanu 


— 


I 


nun 
Te 
na 


—— 


= m 


ne 
m 
u 
mm ————— Ö ÖecKxm m > 
re 
m 
ca ee 
ng 
Sm 
m — > «x! —— — a z— 
a ——— 
Te 
FT 
eg 
a 


m 


Br 


ZZ ——m—caEr—me 
u u m >> 
m 
— y ıvb)_ev:TD0)|T:>u 
—sın  T€ümv$vBÖ$?($Ö«|d42qZx—”:ßz„z  gahx#a== 
—e 


u 
mn 
MT 
Te 


san 


ee ui 
es zz, GE — z— np 
u neEıl ;€;—;”;°”T® GG; rm 
GE a =_————— > 
m na 
Ge 8 Ge 


see 


| 


Bgm 


m 
e—ue® > 


mn 


= 
mn mn 
bu gen 


nn en 
m 
Te = 
TE 
= = = 
sr 

m 

ne 

Te 

en 

—— = 


a mmam—m—mae=? 


m 


——— 


> Im = = z messe 
nel ee 


ee hhßxcK=e eg 97 
ee 
——ec> = b. — ; 


= 


nen 


Te 
Tg 


A ne ——— 
m em En 


———— ee 
m 
——————hE 
se 
Te 


Sn 
re 
Te 
——— 

Te 
— 
nn = 
T—— 

Te 
ed 
nz 


— 

Sm 

ee 
m 

ee 

a 
en 

m 
m ..c< Fang 


En —ns— 
un —— oa 
m ——— 


—— —— 
m 
m nm 

ne 
nn 


ee 


S u 

\ in iu il “u m , h 

ü IR {) 

u il ul, 
| $, Hi N ‚all = \ ih N N en i il il 4 + 
2 


7 Mi 
' n N Sr er . " ' 


u u a ll li Ai ı) in NED iA N Bi u 


——— 
ee 


& 


x N u 
ji E in 1 hl Il i I) - (u h 


ana 


. 3r 
r ar) 
re 
' ve 
RT 
“ w 
d # 
+ N * 
I e , N 
Bi 
p Je 
2 e 
‘ 
I. m 
x 
. . 
{ 
E 
k 
w , 
# 
# 
or i 
EN . 
Pi x FAR} 


A a 


rn. 


Ueber die 


algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen 
achten Grades. 


Inaugural-Dissertation 
| n | 
Erlangung der Doctorwürde 
bei 
hoher philosophischer Facultät der Universität Marburg 
eingereicht von 


Friedrich Wilshaus__ 


ei, 


R = N 
aus Hamm i. W, 


SSH — 


MARBURG. 
Universitäts-Buchdruckerei (C. L. Pfeil). 
1888, 


Seinem hochverehrten Lehrer 


Herrn Professor Dr, H. Weber 


ın Dankbarkeit 


gewidmet 


vom Verfasser. 


Am 22. März des Jahres 1886 wurde von der hohen philo- 
sophischen Fakultät der Königlichen Universität zu Marburg als 
Preisschrift folgendes Thema gestellt: 

„Es sollen nach den Prinzipien von Abel, Galois und 
Kronecker die Bedingungen für die algebraische Lösbarkeit 
der Gleichungen achten Grades untersucht werden. 

Es wird gewünscht, dass die Untersuchung soweit geführt 
werde, dass die Form der Wurzeln einer algebraisch -lösbaren 
Gleichung achten Grades deutlich erkannt wird, unter der Vor- 
aussetzung, dass die Wurzeln von Abel’schen Gleichungen, deren 
Grad den achten nicht übersteigt, bekannt sind.“ 

Diesem Umstande verdankt die nachstehende Abhandlung, 
die auch am 22. März des Jahres 1887 von der hohen philoso- 
phischen Facultät zu Marburg gekrönt wurde, ihre Entstehung. 


Ueber die algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen 


> ne 2) 


a 0» 


an 


achten Grades. 


. Umformung des Problemes eine Gleichung algebraisch zu lösen, 


2. Untersuchung der intransitiven und imprimitiven Gleichungen achten Gra- 


des; Aufstellung einer notwendigen Bedingung für die algebraische Lös- 
barkeit einer primitiven Gleichung achten Grades. 


. Betrachtung der von M. Noether behandelten Quadrupelgleichungen 


achten Grades. (Mathematische Annalen. Bd. 15. 1879.) 


. Nachweis, dass die Gruppe der allgemeinsten Quadrupelgleichung achten 


Grades identisch ist mit der Gruppe, welche durch die Kombination der 
arithmetischen und geometrischen Substitutionen achten Grades erhalten 
wird, 


. Aufstellung der beiden Typen algebraisch auflösbarer primitiver Gleichungen 


achten Grades. 


. Schlussbemerkung. 


Sr 


Bei allen algebraischen Fragen muss zuert das Gebiet fest- 
gestellt werden, in welchem die zugehörigen Grössen als rational 
angesehen werden sollen. Wir nehmen mit Kronecker an 
(Monatsberichte der Berliner Akademie vom Juni 1853, vom 
Februar 1873 und vom März 1879), dass alle rationalen Funk- 
tionen gewisser gegebener Grössen R’, R’, R,... . mit ganz- 
zahligen Koefficienten den Rationalitätsbereich (R’, R’, R”,...) 
konstruieren, 

Führt man unter irgend welchen Elementen dieses Bereiches 
die Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division aus, so gehört das Resultat noch demselben Rationali- 
tätsbereiche an; die Ausziehung von Wurzeln, deren Exponenten 
Primzahlen sind, liefert dagegen im allgemeinen Resultate, welche 
ausserhalb des Rationalitätsbereiches liegen, Wir zählen die Er- 
hebung auf ganze Potenzen und die Ausziehung von Wurzeln, 
deren Exponenten zusammengesetzte Zahlen sind, deshalb nicht 
mit auf, weil diese Operationen in den bereits erwähnten enthalten 
sind. Alle diejenigen Funktionen von E’, R’, E”,..., welche 
nur durch ein- oder mehrfache Wurzelausziehungen aus den ratio- 
nalen Funktionen erlangt werden können, fasst man unter den 
Begriff von algebraischen Funktionen zusammen, die zum Be- 
reiche (PR, R’, RE”, ....) gehören. Der erste Schritt von den 
rationalen zu den algebraischen Funktionen besteht demnach 
darin, eine Wurzel mit Primzahlexponenten aus einer rationalen, 
ganzen oder gebrochenen Funktion zu ziehen. Die erhaltene 
Grösse sei V,, so dass 


Viafthai ss) 


wird. Kommen wir nun überein, Y als bekannt anzusehen, 0 
sagen wir mit Galois, wir adjungieren V, unserem Rationali- 
tätsbereiche; wir erhalten demnach von jetzt ab einen erweiterten 
Rationalitätsbereich, nämlich (V_ ; R’, R”, R”,.. .); wobei je- 
doch, damit wirklich eine Erweiterung eintritt, vorausgesetzt 
werden muss, dass V, nicht im Rationalitätsbereiche (R’, ER”, 


R”,... .) enthalten ist; V, genügt in diesem Falle keiner Glei- 


chung von niedrigerem, als p,. Grade, deren Koeffieienten rational 
sind. Diesen neuen Bereich, welcher den früheren, den nach Kro- 
necker so genannten „Stammbereich“, umfasst, können wir durch 
Ausziehung einer zweiten Wurzel mit Primzahlexponenten ver- 
F ’ „ ‚n . . . . 
lassen, Es sei I, Vs RB: E),E&),...) eine beliebige ratio- 


nale Funktion der eingeklammerten Grössen; die p sr Wurzel 


derselben wollen wir mit V,_, bezeichnen, so dass also 


ver (N BR, u 


ist, Adjungieren wir jetzt V,_, so erhalten wir wiederum, 
unter derselben Voraussetzung wie oben, einen erweiterten Ratio- 
nalitätsbereich (Vans Ki Bu Rosi: on» im 
ein algebraischer Ausdruck vorgelegt, und ist dieser noch nicht 
rational im Rationalitätsbereiche (te RBB asier 


so fahren wir fort, den letzteren zu erweitern und bilden ähnlich 
wie früher: 


ER EA, N NE: R', BR‘, R', arte 
vera —f, Be A BUN V Sa, B R”, BR Ei N; 


v—ı’ 


v WET RR N RR"; R var 


wobei die /i, f2 .... fy—a rationale Funktionen der eingeklam- 
merten Grössen, die pı, pa . . p»—2 Primzahlen bedeuten. Nach 
diesen Erörterungen können wir sagen: wenn eine Gleichung / (x) 
—=(0 algebraisch lösbar ist, kann man von dem Rationalitätsbe- 
reiche (RB, ER”, R”,....) aus, in welchem sich jedenfalls die 


% 
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Koefficienten der Gleichung befinden, durch algebraische Opera- 
tionen, also durch Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division 
und Radizieren mit Primzahlexponenten, zu den Wurzeln von 
/(&)=0 gelangen. Es ist klar, dass die erwähnten Operationen 
nur in endlicher Anzahl zur Anwendung kommen dürfen. Eine 
Wurzel der algebraisch auflösbaren Gleichung / (x) =0 ist daher 
durch folgendes Schema darstellbar: 


pr een u. '; 
m, =fh-ı U; BE, RU,RT,....) 


Bd 


Be Ware RN, 
= + HH +EV’+..... I RT 


wo die @,, - - - - Gp, —ı rationale Funktionen von Va, Ps,... 
men, RB, Re". ... sind. (Netto, Substitutionentheorie $. 205). 

lem wir uns hierüber Klarheit verschafft haben, erin- 
nern wir uns eines Satzes aus der Theorie von Galois (Journal 
de Mathematiques pures et appliquees, t. XL). Ist /(@)=0 eine 
Gleichung nten Grades, deren n Wurzeln 


X0, I; . . . . In—1l 


sind, so giebt es immer eine Gruppe @ von Substitutionen der- 
art, dass 

1) jede rationale Funktion der Wurzeln, deren numerischer 
Wert durch G keine Änderung erleidet, rational durch die 
bekannten Grössen ausgedrückt werden kann; 

2) jede rationale Funktion der Wurzeln, welche sich rational 
durch die bekannten Grössen ausdrücken lässt, denselben 
numerischen Wert behält, wenn man alle Substitutionen von 
@G auf sie anwendet. 

Jeder Gleichung entspricht also eine bestimmte Gruppe von 
Substitutionen, welche für die Gleichung charakteristisch ist oder 
richtiger für eine Klasse von Gleichungen, zu welcher die gege- 
bene gehört. Wenn man eine gewisse für die Gleichung eigen- 
tümliche Eigenschaft der Wurzeln kennt, kann man diese be- 
nutzen, um die Gruppe der Gleichung zu finden. Umgekehrt kann 


10 


man, wenn man die Gruppe kennt, aus dieser Eigenschaften für 
die Klasse von Gleichungen, welche die Gruppe hat, ableiten. 
Somit sehen wir, dass zwischen einer Gleichung und ihrer Gruppe 
ein enger Zusammenhang herrscht, und deswegen werden wir die 
Ausdrücke „transitiv“, „primitiv und imprimitiv*, „einfach und 
zusammengesetzt“ von den Gruppen auf Gleichungen und die 
Benennung auflösbar von Gleichungen auf Gruppen übertragen. 
Eine Gleichung ist gelöst, wenn ihre Gruppe gelöst ist, d. h. wenn 
dieselbe nur noch die der Einheit gleiche identische Substitution 
enthält. Die Lösung der Aufgabe, deren Gegenstand die Auflösung 
einer Gleichung ist, muss also darin bestehen, dass man die Ord- 
nung der zugehörigen Gruppe durch Adjungieren immer mehr 
erniedrigt. 


8. 2. 

Nach diesen Festsetzungen und fundamentalen Betrachtungen 
wollen wir zu den Gleichungen achten Grades übergehen. Die- 
selben können wir zunächst in zwei wesentlich von einander ver- 
schiedene Arten teilen: die erster Art seien solche, deren Gruppe 
transitiv, die zweiter Art solche, deren Gruppe intransitiv ist. 
Mit den letzteren wollen wir uns zunächst beschäftigen. Durch 
die intransitive Gruppe @ der vorgelegten Gleichung /(x) =0 
mögen von den 8 Wurzeln x, &1,... &7 nur m, %2,...%a tran- 
sitiv verbunden sein; dann wird 


PL) (x — mi) (E— 2). » . (2 — %e) 


unter der Einwirkung von @ ungeändert bleiben; @ gehört also 
zar Gattung der Gruppe @ oder es steht unter ihr und ist daher 
bekannt; die Koefficienten von @ sind also durch bekannte Grössen 
darstellbar, und Q (x) —=0 ist ein rationaler Teiler von / (x) =. 
Unter einer Gattung algebraischer Funktionen verstehen wir alle 
diejenigen, welche zu einer und derselben Gruppe gehören. Ent-, 
halten die verschiedenen Systeme der Intransitivität der Gruppe 
G nicht mehr als vier Elemente, so ist / (x) = stets algebraisch 
lösbar; jedenfalls lässt sich immer die Auflösung einer intransi- 
tiven Gleichung achten Grades auf die von Gleichungen niedriger 
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Grade zurückführen; denn ist die Gruppe einer Gleichung intran- 
sitiv, so ist die Gleichung selbst reduktibel. 

Bei den Gleichungen achten Grades mit transitiver Gruppe 
@G müssen wir nun wiederum zwei Klassen unterscheiden, je nach- 
dem G@ primitiv oder imprimitiv ist; aber auch hier können wir 
die letzte der beiden Klassen leicht von unseren ferneren Be- 
trachtungen ausschliessen. Da nämlich die Gruppe @ unserer 
Gleichung achten Grades imprimitiv ist, so ordnet sie die Wur- 
zeln in Systeme er Imprimitivität; und zwar muss dieselbe bei 
8 Elementen entweder 2 Systeme zu je 4, oder 4 Systeme zu je 
2 Lettern enthalten; denn ein einziges Element ist nicht im stande, 
ein System in unserem Sinne zu konstituieren. Die Substitutionen 
vertauschen die Buchstaben desselben Systems unter einander oder 
lösen gleichzeitig alle Elemente eines Systems durch die eines 
anderen ab. Wir wollen annehmen, @ enthielte die beiden Systeme 


Xo,1 , Xo32 , %o,3 , Ko, 


für o gleich 1 und 2. Wir betrachten jetzt als Resolvente eine 
beliebige symmetrische Funktion der vier Wurzeln des ersten 
Systems 

UBZT DELL RL, 1,9%, &6,6) 


und wenden, um die Anzahl ihrer Werte kennen zu lernen, auf 
S alle Substitutionen von G an. Da die Gruppe G imprimitiv 
ist, so gehen alle Elemente 1,1 , 21,2 , 21,3 , %1,. entweder nur in 
sich selber, oder gleichzeitig in #2, , X2,2 , %2,3 , @2,, über; es 
giebt also nur noch einen Wert von y, nämlich 


ya = D (22,1 , %22 , 023 , 02). 
Folglich hängt y von einer Gleichung zweiten Grades ab 


p Yy)=0, 


deren Koefficienten für alle Substitutionen von @ ungeändert 
bleiben und daher rational bekannt sind, Ist g(y)=0O gelöst, 
d. h, sind yı und ya bekannt, so kennt man auch alle symmetri- 
schen Funktionen, weiche aus den Wurzeln jedes Systems gebildet 
werden können. Bezeichnen wir insbesondere die elementaren 
symmetrischen Funktionen von Xo,1 , %o,2 , Xo,3 , Ze, mit 
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Sı (Ye) ‚DS (Ye) ; 83 (Ye) , Sa (ye) , 
so wird 


u — Sı (Ye) ©° + 82 (Ye) &? — 85 (yo) & + Su (yo) = 


die Gleichung, von welcher die Wurzeln xo,1 , Xo,2 , %e3 , X%e,4 
abhängen. Die Gleichung 


ct — I (yı) + (yı) — SB (yı)c + S(yı)=0O 


liefert die Wurzeln 1,1 , 91,2 , 13 , X, und die entsprechende 
Gleichung 


x* — Sı (ya) ©? + 82 (ya) &? — 8 (ya) © + Su (ya) = 0 


die vier übrigen x2,1 , ©2,2 ,%2,3 , 2,1. Die Sı (yı) , 82 (yı), 88 (yi) » 
Sı (yı) lassen sich rational durch yı, ebenso die Sı(y) - - 
Sı (ya) rational durch ya ausdrücken. Unsere vorgelegte Gleichung 
achten Grades zerfällt demnach in zwei Gleichungen vierten Gra- 
des, deren Koefficienten beziehungsweise rationale Funktionen ein 
und derselben Wurzel der Gleichung zweiten Grades g(y)=0 
sind. Ebenso kann man zeigen, dass, wenn @ 4 Systeme von je 
% Lettern enthält, die vorgelegte Gleichung in 4 Gleichungen 2, 
Grades zerlegt wird, deren Koeffieienten die Wurzel einer Glei- 
chung vierten Grades enthalten. 

Nach diesen Resultaten haben wir unsere Untersuchung nur 
noch auf Gleichungen achten Grades mit primitiver Gruppe zu 
richten, und wir gehen daher zur Betrachtung der Gruppe G 
einer primitiven, auflösbaren Gleichung 83. Grades über. Eine 
Reihe der Zusammensetzung von (@F sei 


GH H,.H",..d.:. 0 MM 
es ist also jede der Gruppen 
G, B,H,H",..J.. MM, Won 


eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe der vorhergehenden 
Gruppe der Reihe; behalten wir von diesen Gruppen alle und 
nur diejenigen zurück, welche mit @ selbst vertauschbar sind, so 
erhalten wir die Hauptreihe der Zusammensetzung 


RE 
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Dringen wir von @ über H, J,.... bis M vor, so kann 
bis dahin noch keine Zerlegung des Polynomes f (=) stattgefunden 
haben. Um dies zu beweisen, nehmen wir an, eine derselben fände 
vorher statt, und zwar beim Übergange von H’ zu H”. Es ist 
leicht ersichtlich, dass eine solche Zerlegung dann und nur dann 
eintreten kann, wenn A” nicht mehr alle Elemente transitiv ver- 
bindet, welche durch H’ transitiv verbunden sind; H” ist also 
eine ausgezeichnete, intransitive Untergruppe der transitiven Gruppe 
H’; folglich ist 4’ imprimitiv in Hinsicht auf die transitiv ver- 
bundenen Elemente, welche bei 4” intransitiv aus einander treten; 
H'” kann nur diejenigen Elemente weiterhin transitiv verbinden, 
welche demselben Systeme der Imprimitivität von H° angehören. 
Die Intransitivität von A” pflanzt sich fort auf alle späteren ent- 
haltenen Gruppen 4”, .... H® und ebenso auf das nächste 
Glied J der „Hauptreihe“, welches der Voraussetzung nach von 
1 verschieden ist. J ist also eine mit G vertauschbare Unter- 
gruppe von @ und zugleich intransitiv, folglich müsste G impri- 
mitiv sein, was jedoch der Annahme widerspricht; mithin kann 
beim Übergange von H’ zu H” keine Zerfällung von f(x) = 0 
eintreten (Netto, Substitutionentheorie $. 79, $. 230. 

Durch die Reduktion von G auf M wird also unsere Glei- 
chung achten Grades nur zur Auflösung vorbereitet; die 3 Zer- 
fällungen treten erst beim Übergang von der letzten Gruppe der 
Hauptreihe bis zur Einheit auf, d. h. bei 


MM MEN. CM 15 


es muss demnach >3 sein. Es schieben sich also zwischen 
zwei Gruppen M und 1 der Hauptreihe von G („— 1) Gruppen 
- der Reihe von @ ein, folglich gehören zu M',.... M'%X” gleiche 
Faktoren & der Zusammensetzung; da nun /(x) algebraisch lösbar 
sein soll, so muss & eine Primzahl, und weil / (x) bei der Reduk- 
tion von M auf 1 in lineare Faktoren zerfällt, so wird e=2 
sein; die Ordnung von M ist demnach gleich 2 x zu setzen. 


Nach diesen Erörterungen können wir eine wichtige Eigen- 
schaft der Substitutionen von M feststellen. Wenn nämlich in der 
Hauptreihe der Zusammensetzung 


RE 
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von G die Ordnung r’ von H aus der Ordnung r” von J durch 
Multiplikation mit pv abgeleitet werden kann, wobei die Prim- 
zahl p der Faktor der Zusammensetzung für die Gruppen der 
zugehörigen Zwischenglieder ist, dann sind die Substitutionen von 
FH bis auf solche von J, welche als Faktoren hinzugetreten, gegen 
einander vertauschbar; mithin sind in unserem Falle die Substi- 
tutionen von M unter einander vertauschbar. Die durch M cha- 
rakterisierte, irreduktibele Gleichung achten Grades ist demnach 
eine Abel’sche; denn jede transitive Gruppe mit vertauschbaren 
Substitutionen kennzeichnet eine irreduktibele Abel’sche Glei- 
chung. Ferner kann M, als letzte Gruppe unserer Hauptreihe, 
erhalten werden, indem wir x Gruppen mit einander vereinigen, 
welche ausser der Einheit keine Substitution gemeinsam und 2 
zur Ordnung haben; auch müssen diese Gruppen einander ähnlich 
und mit einander vertauschbar sein. Aus den erwähnten Eigen- 
schaften der Substitutionen der Gruppe M ist leicht zu folgern: 


1) dass jede der x ähnlichen und unter einander vertausch- 
baren Gruppen, durch welche M gebildet werden kann, 
aus den Potenzen einer Substitution zweiter Ordnung be- 
steht 

Sys 525.065 Kiss 


2) dass jede der Substitutionen von M durch 


N (u, 9,0, ei 
ausgedrückt werden kann, und 
3) dass jede Substitution von M 2 zur Ordnung hat, weil 
wegen der Vertauschbarkeit der Substitutionen unter ein- 
ander 
= THOM ee ee | ist, 
Somit haben wir gesehen, dass die Gruppe unserer Abel’- 
schen Gleichung vom Grade 2°? nur Substitutionen von der Ord- 
nung 2 enthält; infolge dessen wird dieselbe gebildet durch die 
(nach Cauchy sogenannten) arithmetischen Substitutionen des 
Grades und der Ordnung 8; x muss also gleich 3 sein. Bezeich- 
nen wir nun die 8 Wurzeln einer durch eine solche Gruppe cha- 
rakterisierten Gleichung achten Grades mit 
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Ur y 22 3 23 @,=01), 


so wird M in der analytischen Darstellungsweise der Substitu- 
tionen die Form annehmen 


M=la,2a,3 atm,z2-+o,23 + as |mod. 2; 
22 €3 9, 
oder M= eh er 2) —= (1 ca 03) mod. 2; 


die «; sind beliebige ganze Zahlen mod. 2, sie können also auf 
2° verschiedene Arten gewählt werden. Ebenso viele Substitu- 
tionen dieser Form giebt es; sie lassen sich alle zusammensetzen 
aus den dreien 


(100) , (010) , (001). 


Auf diese Weise haben wir als erstes Resultat: die letzte 
Gruppe der Hauptreihe jeder primitiven, auflösbaren Gleichung 
achten Grades besteht aus den 8 arithmetischen Substitutionen 


s=l4,2,3 aAtc,22-+ o,2z3-+ as | mod. 2. 


Bedeutet nun @ die Gruppe einer primitiven Gleichung achten 
Grades, und soll dieselbe algebraisch gelöst werden können, so 
muss G mit M vertauschbar sein. Um also eine notwendige Be- 
dingung für die algebraische Auflösbarkeit einer primitiven Glei- 
chung achten Grades zu finden, müssen wir die allgemeinste Form 
der Substitutionen 


t=|2zı,22 ,23 9ı (21,22,23) , 92 (21,22,23) , gs (21,22,23) 


welche mit M vertauschbar sind, aufsuchen. Dieses ist die Gruppe 

der geometrischen Substitutionen achten Grades in ihrer Verbin- 

dung mit den arithmetischen Substitutionen desselben Grades; die 

Gruppe I’ der geometrischen Substitutionen lässt sich analytisch 

durch 

41,2, Mat bi22 + cı2s , aagı + b2za + ca23 , 
as2ı + b322 + (323 


mod, 2 darstellen; oder kürzer durch 


t= 


| rad. 
a bb 
| da bs @ 


Die Koeffiecienten ai, bi, c; können nicht beliebig gewählt 
werden, sondern, damit ?' eine geometrische Substitution achten 
Grades bedeutet, muss 


Nm 21... 
D=In » @ 
a bs 


relativ prim zu 2 sein; die Anzahl dieser Substitutionen ist nach 
Galoiis 2? —1) 8-9)? )=16.4= 168. Somit sind 
wir zu einem weiteren Resultate gelangt. Eine notwendige Be- 
dingung für die algebraische Auflösbarkeit einer primitiven Glei- 
chung achten Grades ist, dass ihre Gruppe @ besteht aus der 
Gruppe der arithmetischen Substitutionen achten Grades kombi- 
niert mit geometrischen Substitutionen desselben Grades. Um da- 
her zu allen Typen algebraisch auflösbarer primitiver Gleichun- 
gen achten Grades gelangen zu können, müssen wir ausgehen von 
der Gruppe G, welche kesteht aus den 8. 168 Substitutionen von 
der Form: 


a1,2,3 matbz + 23 + 0, aazı + b2za + a23 + 02, 
aszı + bsz2 + (323 4 3 


mod. 2. Alle geometrischen Substitutionen achten Grades 


Se 


41,2,3 Mat bez + 12 , a4 boga + 0223 , 


ee 
| aszı + bs2z2 + c323 


mod. 2 lassen das Element &,,9 ungeändert; alle arithmetischen 
Substitutionen achten Grades 
a 


231,23, ata,at+a,23-4 0 mod. 2, 


mit Ausnahme der Einheit, setzen alle Wurzeln um. Wir wollen 
nun zunächst die Frage zu beantworten suchen: Giebt es ausser 
diesen keine Substitution in @ mehr, welche alle Elemente um. 
setzt? Eine Substitution von der Form s lässt das Element 
%zı, ®2, 3 dann und nur dann ungeändert, wenn die 3 Kongruenzen 


(a—)a+bıa +23 + =0 
A. | aazı + (b2-—1)ea + 0223 + a2 =0 | mod. 2 
aszı + b322 + (cs — 1)zs + 3 =) 


erfüllt sind. Falls nun die Determinante 


a—| bi a 
Pr a2 ba—1.. co == (lomod: 2 


a3 Dome 


ist, lassen sich die &ı, aa, as so wählen, dass das System A für 
kein Wertsystem 2ı, 2a, 23 befriedigt wird; d. h., dass die diesen 
Werten entsprechende Substitution s alle Wurzeln umsetzt. Um 
dieses zu beweisen, bezeichnen wir die zu den Elementen u—l, 
Bet... gehörigen Unterdeterminanten der Determinante D 
mit den entsprechenden grossen Buchstaben. Multiplizieren wir 
dann die erste, zweite und dritte Kongruenz von A bezüglich 
mit Aı — 1, Aa, As und addieren, so ergiebt sich 


Da + (Aı — 1)aı + Aaa2 -+ Asas = 0 mod. 2. 


Eine der Unterdeterminanten, etwa Aı—1 muss 2 in der 
niedrigsten Potenz enthalten; die höchste Potenz von 2, welche in 
Aı—1 vorkommt, sei 24; so dass also A —1=2(Aı—1) 
wird, wo (Ar — 1) nicht mehr durch 2 teilbar ist. Bei allen 
übrigen Unterdeterminanten Bi, Ci... . können wir ebenfalls 
2% absondern und daher setzen 


A=-Mı; s=MAr;...... 


Die Determinante des Systems der Adjunkten der n? Ele- 
mente eines gegebenen Systems ist die a—1 Potenz der Deter- 
minante des Systems der Elemente; folglich ist in unserem Falle 


Aı —1 Bı Ci 


D? — As DB —1 (6 
As B; (G—1 


D® ist mindestens durch 2° teilbar, weshalb wir D=2# D’ 


(wu >= = ist) setzen können, 


Wenn wir nun noch 
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(v—l)a tb + cas + a = X 
aazı + (br — 1)za + ca23 + a = Aa 
as2ı + 322 + (cs — 1)23 + 03 = Ns 


einführen, so ergiebt sich leicht folgende Relation: 


(Ar —1)Uı + A2V2 + AsYs = Dar +(Aı — 1)cı + Aa + Asos, 


(A — 1)Uı + Ar + AU = 2% * D’a+ (Ar — 1)ea 
+ Ay’aa + As’as, 


Die linke Seite dieser letzten Gleichung ist nüun==0 mod. 2; 
folglich muss es auch die rechte sein: 


DATA Dia +(Aı — 1)aı + Ay’aa + As'cs =0 mod. 2. 


Das erste Glied ist=0 mod. 2, weil u>4 ist; das dritte 
und vierte wird == (0) mod. 2, wenn wir «a und a==0 mod. 2 
wählen, und da im zweiten Gliede Aı —1 2 nicht mehr enthält, 
so wird, wenn wir aı nicht==0 mod. 2 nehmen, die letzte Kon- 
gruenz, und damit auch die 3 Kongruenzen von A unmöglich 
sein. 

In @ werden alle diejenigen Substitutionen, welche ein Ele- 
ment ungeändert lassen, eine Gruppe bilden; z.B. die Gruppe 7 
der geometrischen Substitutionen; auf diese reduziert sich @, wenn 
X; Adjungiert wird. Berücksichtigen wir, dass alle Substitu- 
tionen von @ erhalten werden dadurch, dass wir zu denen von 
T' die konstanten Grössen «1, aa, «as hinzufügen, dass ferner die 
ai beliebige ganze Zahlen mod. 2 sind, also auf 2° verschiedene 
Arten gewählt werden können, so erkennen wir, dass durch Ad- 
junktion der Wurzel %y,9,0, oder irgend einer anderen Wurzel, da 
sich dieselben ja nur durch ihre Benennung unterscheiden, @ auf 
den achten Teil seiner Substitutionen reduziert wird. Aber nicht 
allein alle diejenigen Substitutionen von G, welche ein Element 
unverändert lassen, bilden eine in @ enthaltene Gruppe, sondern 
auch die, welche 2, 3 und mehr Wurzeln unverrückt stehen 
lassen; auf die Betrachtung derjenigen Gruppe, welche vier Buch- 
staben ungeändert lässt, gehen wir näher ein. Dann ist das 
System A der 3 Kongruenzen für 4 Wertsysteme von 21, 22, 23 
erfüllt: 


Bag; a dt; ae 9; = ON ee 
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Es bestehen also die 12 Kongruenzen: 


(a —1)31’+b32’ + a3’ + a =O 
a3 + (a — 1)Z2 + 0233’ + aa = 0 
a331° + 5332° + (cs —1)33° + a = 0 


(a —1)31’ +12 + a3’ + a =0 
aaZı" + (be —1)32’+ a3: + a =0 
a3 21’ + b332’ + (cs —1)33’ + a = 0 


mod. 2. 
(am —1)3” +32” + a3 + a = 0 
a3ı" + (a — 1)82” + 033” + 2 = 0 
a33ı" + b332” + (es —1)33" + u = 0 


(a —1)31 "+32" + a3” + ou an 
023” + (be — 1)” +03” + =0 
asgı”" + b382””’ + (cs N RN) 


Wir wollen aber jetzt die Grössen aA, 5A, ca; aa als unbe- 


kannt und die Zı®, 32%, 33® als gegeben ansehen, und die Sub- 
stitutionen zu bestimmen suchen. Ist dann die Lösungsdeter- 
minante 


nicht =0 mod. 2, 


so giebt es für das System Sı 


(m—1)8ı° +22 tag Hu =0 | 
(m—1)3ı’ +32 +a3 + 0 ER, 
(a —1)31” +32” Ha” + =0 

(a —1)3 "+63" + a3" +0 


nur die eine Lösung 


Sr. aD=0;4=0,0=0,a=0| 
9% 
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Für die beiden entsprechenden Systeme & und & giebt es 
ebenfalls nur je eine Lösung, nämlich 


& Im=0,» —1=0, 2=0,m=0| 


sel, bB=0,5 —-1=0,8=0 | 


Hieraus ersehen wir, dass in den Substitutionen, welche 4 
durch die Relation J nicht==(0 mod. 2 verbundene Wurzeln un- 
verrückt stehen lassen, die Koefficienten u=1,» =1, a=]1, 
alle übrigen und die «; gleich 0 sein müssen. Also nur die Sub- 
stitution 


21,92,% 241,92,%8 


d. h. die der Einheit gleiche identische Substitution lässt 4 solche 
Wurzeln ungeändert. Wir wollen ein System von 4 Wurzeln, 
für welches J==0 mod. 2 ist, ein System konjugierter Wurzeln 
nennen. Adjungieren wir daher unserer auflösbaren, primitiven 
Gleichung achten Grades f(x) =0 4 Wurzeln, welche kein kon- 
jugiertes System bilden, so reduziert sich die Gruppe G derselben 
auf die Einheit; die Gleichung ist gelöst; alle Wurzeln sind 
rational bekannt. Somit sind wir zu folgendem Resultate ge- 
langt: Die Wurzeln jeder primitiven, auflösbaren Gleichung achten 
Grades lassen sich durch 4, welche kein konjugiertes System 
bilden, rational ausdrücken. Wir können nun ohne Beschränkung 
annehmen, dass eine der Wurzeln &,,9 Sei, weil dies stets durch 
Änderung der Indicesbezeichnung erlangt werden kann, und dann 
nimmt die Determinante die Form an 


Ö 0) Ö 1 
ar re ae on 
Bı „ Ba” 33” 1 
a 3” 2 1 


und reduziert sich auf 
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31’ Ba’ 88’ 
Hi — a" 32” 33” 
3” Ba 33” 


Aus dieser letzten Form ist leicht ersichtlich, dass die 4 
Wurzeln x,,0,0» &1,0,07 20,1,0 Xo,0,, Kein konjugiertes System bilden, 
also zur rationalen Darstellung aller Wurzeln geeignet sind. 

Hierdurch haben wir die notwendige Bedingung für die alge- 
braische Auflösbarkeit einer primitiven Gleichung achten Grades, 
die wir als eine Rigenschaft der Gruppe derselben erkannt hatten, 
in eine Relation unter den Wurzeln umgesetzt. Wir können 
sagen: Eine notwendige Bedingung für die algebraische Auflös- 
barkeit einer primitiven Gleichung achten Grades ist, dass sich 
alle Wurzeln derselben durch 4 passend gewählte rational aus- 
drücken lassen. 


809: 


Dieses Resultat führt uns dazu, Quadrupelgleichungen achten 
Grades aufzustellen und folgendermassen zu definieren (M. Noe- 
ther, Mathematische Annalen. Bd. 15.). Wir sagen von einer 
Gleichung, sie besitze Quadrupelcharakter, oder nennen sie auch 
kurz eine Quadrupelgleichung, wenn irgend drei beliebige Wur- 
zeln derselben durch eine rationale Beziehung eindeutig eine vierte 
bestimmen; diese 4 Elemente x;, &k, %ı, &m bilden dann zusammen 
ein Quadrupel; durch 4 Wurzeln, die kein Quadrupel bilden, 
können alle übrigen rational dargestellt werden. Aus der Qua- 
- drupeleigenschaft der Gleichung lassen sich Schlüsse auf die die- 
selbe charakterisierende Gruppe machen, da diese den Quadrupel- 
charakter nicht zerstören darf. Jede Substitution der Gruppe, 
welche 3 beliebige Elemente ungeändert lässt, lässt auch ein 
viertes ungeändert, dasjenige nämlich, welches mit jenen dreien 
zu demselben Quadrupel gehört. Man kann also durch die Gruppe 
3 der Wurzeln mit beliebigen anderen der 8 Wurzeln xo, x, . . %7 
vertauschen; hierdurch wird eine vierte eindeutig festgelegt, 
während eine fünfte noch vier weitere Werte annehmen kann. 
Die Maximalzahl der Substitutionen der Gruppe einer Quadrupel- 
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gleichung ist daher gleich 8.7.6.4=3.168. Die 8 Elemente 
%0, &y +. . a7 lassen sich auf 7.5.3 = 105 verschiedene Weisen 
in je 4 Paare ordnen, so dass also eine symmetrische Funktion 
solcher 4 Paare, etwa 


S= zoxı + z2xs + zıxs + war , 


welche wir für die Folge durch 
$= [01, 23, 45, 67] 


darstellen wollen, durch die vollständige Gruppe achten Grades 
BF 
1% 2 
verschiedene Paare von Indices (ö %) bilden, und wir müssen da- 
her 7 Funktionen von der Form $ vereinigen, um ein Sieben- 
System von Funktionen zu erhalten, welches jedes Paar (© k) nur 
einmal enthält. Aus unserer Funktion $ lassen sich 3 solcher 
Systeme ableiten; um diese zu bekommen, zerlegen wir die Indi- 
cespaare von 5 auf jede mögliche Weise in je zwei Doppelpaare 


105 verschiedene Werte annimmt. Im ganzen lassen sich 


I. | 01, 23; 45, 67; 
A. M.|01, 45; 23, 67; 
IM. | 01, 67, 23, 45; 


und nehmen hierauf innerhalb der Doppelpaare alle Vertau- 
schungen der Indices vor. So entstehen aus Aı die vier Doppel- 
paare 


02, 13; 46, 57; 

03, 12; 47, 56; 
aus Ai 

04, 15; 26, 37; 

05, 14; 27, 36; 
und aus Anı 

086,185 124, 35; 

1, 1OSWW2y 


Hierauf kombinieren wir wieder je zwei Doppelpaare zu Funk- 
tionen von der Form $; es entstehen 


Aı =[02, 13, 46, 57] ; 42 =[03, 12, 47, 56]. 
Aı’—=[02, 13, 47,56] ; A2’=[03, 12, 46, 57]. 
Bı —[04, 15, 26, 37] ; Ba =[08, 14, 27, 56]. 
Bi’ =[04, 15, 27, 36] ; B2’=[05, 14, 26, 37]. 
G =[06, 17, 24, 355] ; & =[07, 16, 25, 34]. 
G’ =[07, 16, 24, 35] ; @’ =[06, 17, 25, 34]. 


Durch Vereinigung dieser ergeben sich folgende 8 aus Ö ab- 
leitbaren Systeme von je sieben Funktionen 


8,A1,'As, Bi, br, Gi, 0; 
SAs. Aa De, Da, 0009; 
S, Aı, As, Bi’, Ba’, 1, 0; 


8, Ar’'y.As’, Bi’, Ba’, Cr,» 


Aus zwei Paaren von Indices (ik), (1), welche ein Element 
gemeinsam haben, leiten wir eindeutig ein neues Paar (k |) her. 
Verbindet man auf diese Weise alle Grössenpaare einer Funktion 
mit den entsprechenden einer anderen Funktion, welche jedoch 
kein Paar gemeinsam haben dürfen, so entstehen entweder 4 neue 
oder 8 neue Indicespaare, und dem entsprechend wollen wir auch 
Funktionenpaare erster Art-z. B. Aı, Bı und zweiter Art z.B. 
Aı, Bi’ unterscheiden. Ein Funktionenpaar erster Art z.B. Aı, Bı 
führt also nur zu 4 neuen Paaren von Indices, welche eine Funk- 
tion von der Form $ bilden (in unserem Falle O1); und da nun 
bei drei Grössenpaaren (ik), (1), (Lk) jedes aus den beiden an- 
deren folgt, so muss dasselbe auch für Aı, Di, Cı gelten; die drei 
- Funktionen bilden also ein Funktionentripel. Aus dem ersten und 
lem letzten der aus 8 abgeleiteten Sieben-Systeme, nämlich aus 


Y—S$, Aı, A, B, B,0,@, 
NY — 8, Aı', Au’, Bı', Ba, BINER 


lassen sich, wie man leicht findet, je 7 Funktionentripel bilden 
und zwar; 
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SABE: aa; Star 
UND. SAN 
>, Ci, 0% S, Cı', (0% 


ABI N Ar... Besen 
Ar Dar m la Ai. Das 
Ast Bıy O As, Bi, ch 
“4a, Ba, .Cı 1.1 Aa, Bay aa 


Wir wollen nun ein System von 7 Funktionen, aus welchem 
sich auf 7 verschiedene Weisen Tripel bilden lassen, wie z. B. 
3,3, mit Noether ein Tripelsystem nennen; ein solches ist da- 
durch vor allem ausgezeichnet, dass es sich aus jeder seiner Funk- 
tionen auf gleiche Weise, wie aus 8, ableiten lässt. Diese Eigen- 
schaft kommt den anderen 6 aus 8 abgeleiteten Sieben -Systemen 
von Funktionen nicht zu, wir können sie daher als uneigentliche 
Tripelsysteme bezeichnen. Um die Anzahl der eigentlichen Tripel- 
systeme zu bestimmen, beachten wir, dass man aus jeder der 
105 Funktionen von der Form 8 2 Systeme bilden, und dass jedes 
System aus irgend einer seiner sieben Funktionen abgeleitet wer- 
den kann; somit ergiebt sich, dass im ganzen — 30 Tripel- 
systeme existieren. Jede symmetrische Funktion der sieben Funk- 
tionen eines Tripelsystems, wie 3, etwa das Produkt derselben 


== [01, 23, 45, 67].[02, 13, 46, 57|.[03, 12, 47, 56]. 
[04, 15, 26, 37]. [05, 14, 27, 36]. [06, 17, 24, 35]. 
[07, 16, 25, 34]. 
— DA AS BIER 


nimmt daher infolge der vollständigen Gruppe achten Grades 30 
verschiedene Werte an und hängt somit von einer Resolvente vom 


Grade 30 ab. 


Wir wollen die Funktion Y näher betrachten. Die Gruppe R 
derselben enthält 5 = 8.168 Substitutionen. In Y sind die Indices 
zu Quadrupeln geordnet, insofern die 4 Grössen eines solchen Qua- 
drupels, etwa 0, 1, 2, 3 in jeder der sieben Funktionen entweder 


nur in 2 oder in allen 4 Paaren auftreten, nie in 3 Paaren, und 
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die noch fehlenden Indices sind auf dieselbe Weise verteilt, bilden 
also ebenfalls ein Quadrupel; beide können zu einem Quadrupel- 
paar vereinigt werden. Um ein solches zu erhalten, wählen wir 
3 Grössen ganz willkürlich, wodurch dann eine vierte eindeutig 


bestimmt ist; es sind demnach in 8 _— A E a 4= 7 Quadrupel- 


ne 
paare enthalten. Die Gruppe R von 3 muss Auch jede symme- 
2. 


m 
trische Funktion der 7 Qudrupelpaare z. B. 


K=([0, 1, 2, 3]-+[4, 5, 6, 7)).((0, 1, 4, 5]+ 3, 3, 6, 7). 
([0, 1,6, 7)+ [2 3, 4, 5) -([0, 2,4, 6]-+[1, 3, 5, TI. 
(0, 2, 5, 7J+[1, 3, 4, 6) (10, 3, 4, TJ+[1, 2, 5, 6). 
(0, 3,5, 6)+[1, 3,4, 7), 


wo [0, 1, 2, 3] eine symmetrische Funktion von 0,1, 2, 3 bedeutet, 
ungeändert lassen. R muss demnach in der. Gruppe R’ von K 
enthalten sein; .®’ kann aber nur aus Substitutionen bestehen, 
durch Se die Quadrupeleigenschaft nicht zerstört wird, also 
nur aus 8.7.6.4=3.168 Substitutionen und muss Techalb mit 
R Hlhtischt sein. K und 3 gehören zu derselben Funktionengat- 
tung; zwischen beiden besteht gegenseitige rationale Ausdrück- 
barkeit. | 

In R ist eine Gruppe enthalten, die jede einzelne der 7 Funk- 
tionen von Yin sich überführt. Die dieser Bedingung genügenden 
Substitutionen sind , 


s=(01) (23) (45) (67), 
— (02) (13) (46) (879), 
aa (03) (12) (47T) (56), 
1 = (04) (15) 26) BN, 
b»=(05) (14) @D) (86), 
a—=(06) (IT) (24) (85), 
a=(07) (16) (25) (34), 


und diese liefern in Verbindung mit der identischen Substitution 
eine transitive Gruppe Q vom Grade und der Ordnung 8; denn 
durch Multiplikation wird der Komplex @ reproduziert. Es er- 
giebt sich z. B. 
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sı =AMS = AM 
sa =ms =q 
aa = ai = S$ 
30 Dis = 03 
mb = ba = a 
al ach 
sa —slatı =Faisaa er ii. a 


2-nt=-aarmh?—.....=l. 


Hieraus ersehen wir, dass die Gruppe folgende Eigenschaf- 
ten hat: 


1) sie besteht aus 2° mit einander vertauschbaren Substitu- 
tionen, deren Ordnung, mit Ausnahme der Einheit, gleich 
2 ist; hiervon werden wir später Gebrauch machen; 

2) ihre Substitutionen zerfallen in Tripel, z. B. bilden s, aı, aa 
ein solches, und aus irgend 3 der 7 Substitutionen, die kein 
Tripel bilden, wie s, aı, bi, können alle übrigen hergeleitet 
werden; 


sh =a: sı =b: mb =a: sub = ©; 
r) y] y) , 


3) sie lässt sich darstellen als das Produkt der 3 vertausch- 
baren Gruppen 


age) CL, Da ED 


Da die Gruppe Q jede einzelne Funktion von 3 ungeändert 
lässt, so erhalten wir durch Anwendung aller 8.163 Substitutionen 
R auf die Grössen 0,1,2...T, indem wir die entstehenden Um- 
setzungen unter den 7 Funktionen 8, Aı, An .... Ca von Z als 
Substitutionen unter diesen Elementen auffassen, eine Gruppe 7 
von nur 168 Substitutionen, welche achtstufig isomorph zu R ist 
und zwar so, dass der Einheit in 7 die 8 Substitutionen Q in R 
entsprechen. Jede symmetrische Funktion der sieben Funktionen 
von 8 lässt sich durch 8 rational ausdrücken, so dass wir also, 
nachdem 3 bekannt ist, eine Resolvente siebten Grades = 0 
auflösen müssen, um die 7 Funktionen einzeln zu erhalten. Diese 
Gleichung siebten Grades 9 = 0 ist charakterisiert durch die 
Gruppe 7 von 168 Substitutionen; ferner hat dieselbe, wie wir 
gesehen haben, die Tripeleigenschaft und ist nach Untersuchungen 
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von Klein und Gordan (Ber. d. Erl. Soc., 10. Heft 1878) durch 
elliptische Funktionen lösbar. Nach Lösung der Gleichung sieb- 
ten Grades 9=0 reduziert sich die Gruppe R& auf die Gruppe 
Q, und da diese als das Produkt von drei vertauschbaren Gruppen 


EP LE 


dargestellt werden kann, so hat man noch nacheinander 3 qua- 
dratische Gleichungen aufzulösen, um die Wurzeln der Gleichung 
achten Grades selbst zu erhalten. 

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich für die allgemeine 
Gleichung achten Grades folgende Resultate: Es existiert eine 
Resolvente 30. Grades, welcher 8 genügt; ist diese gelöst und 3 
adjungiert, so reduziert sich die vollständige Gruppe 8. Grades 
auf die Gruppe R; die allgemeine Gleichung 8. Grades wird zur 
allgemeinsten Quadrupelgleichung desselben Grades. Nach Lösung 
der Tripelgleichung 7. Grades und Adjungierung aller Wurzeln, 
reduziert sich R auf Q; und wenn dann noch 3 quadratische 
Gleichungen aufgelöst worden sind, sind die Wurzeln xo, &1,...x7 
bekannt. 

‚ Wir wollen nun versuchen, die Wurzeln unserer Quadrupel- 
gleichung darzustellen. Wenn die Gleichung 9 = 0 gelöst ist, 
so sind die sieben Funktionen, aus denen K besteht, bekannt; 
damit auch alle symmetrischen Funktionen, welche man aus den 
beiden in einem jeden Qudrupelpaar enthaltenen Quadrupeln bil- 
den kann, Folglich sind auch rational bekannt: 


o—= (ot +42] — [ee +25 + 26 + x)”, 
sı= (eo +x+x+ 2] — [ea +2 + 26-4 a])?, 
2— (vo + +x+ x) — Io +23 -+xı4+ 25])°, 
s— (oo +2 ++ x] — [u +++ a1), 
s= (eo +++] — [x +23 -+ xı + 26])?, 
s—= (vo +23 ta] — [+22 +25 +26])%, 
s = (Ixo +23+»+ x6] ER [xı +arzr 1)" 
Nehmen wir zu diesen Gleichungen noch die Summe sämt- 
licher Wurzeln 


otat+n ts tu + ct = — Lı 


hinzu, so erhalten wir die 3 Wurzeln, wie folgt: 


Lo 


X 


X 


x%3 


4 


%6 


9 4 
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„_ At a AH Va HH a HS H Va VE ı4HVE 


8 


rd + ah ch Va Mo 
nr 8 


fe) 


8 


’ 


’ 


_- Aa Ya Na Ya + Ya - VB Us 


) 


_-A+H so Ysas-VYa-VYs-Ya+VYsas+4VYs 


’ 


4 


A Vo + Ya -Va-VYs + Ya-Vs+Vs 


fe) 


8 


8 


S. 4. | 

Es könnte nun scheinen, als ob die angestellten Betrachtungen 
über die Quadrupelgleichungen achten Grades nicht zu unserer 
eigentlichen Aufgabe gehörten; im folgenden wollen wir daher 
den engen Zusammenhang dadurch nachweisen, dass wir zeigen, 
dass die Gruppe AR der allgemeinsten Quadrupelgleichung identisch 
ist mit der Gruppe G, welche alle arithmetischen und alle geo- 
metrischen Substitutionen 8. Grades enthält. Hieraus können wir 
dann weiter den Schluss ziehen, dass, wenn eine primitive Glei- 
chung 8. Grades algebraisch lösbar sein soll, ihre Gruppe nicht 
bestehen darf aus den arithmetischen Substitutionen 8. Grades 
kombiniert mit „allen“ geometrischen Substitutionen desselben 
Grades. 

Die Substitutionen der transitiven Gruppe Q vom Grade und 
der Ordnung 2° sind, wie wir gesehen haben, unter einander ver- 


_ AN ao + Vs N a+Ys Ya Ys Vs 
— : 5 


J 


Na VL TV Ve 


’ 


A Va N a4 Ya - Vater 
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tauschbar; die durch @ charakterisierte Gleichung ist daher eine 
irreduktibele A bel’sche Gleichung 8. Grades. Ferner hat Q die 
Eigenschaft, dass ihre Substitutionen, mit Ausnahme der Einheit, 
2 zur Ordnung haben; und da die Gruppe einer Abel’schen 
Gleichung vom Grade p«, deren Substitutionen alle die Primzahl- 
ordnung p besitzen, durch die arithmetischen Substitutionen des 
Grades p« (mod. p) gebildet wird, so muss in unserm Falle Q mit 
der Gruppe M der arithmetischen Substitutionen 8. Grades iden- 
tisch sein, 

Dieses Resultat hätten wir auch leicht auf eine andere Weise 
erhalten können. Wir führen statt des einen Index A A=0,1...7) 
die 3 Indices %,k, 1 (,k,1=0,1) ein und setzen 


Lo — %0,0,03 %2 — %01,0° a %0,0,13 :%e — Foy1yl° 


% — 2,003 %3 — 4103 % — A013 7 U 


Dann fallen die Substitutionen von 5 mit der Gruppe der 


arithmetischen Substitutionen ( 


21 A 
Zt cı ’ en 5) 


(©ı a2 a3) zusammen. 


SIESLLCh)) 
aı = (O1) 
a. —=(110) 
bı = (001) 
b2 = (101) 
a=(011) 
G—RLLDE 


Die Gruppe R lässt sich als das Produkt von @ mit 168 
geeignet bestimmten Substitutionen darstellen; wir wollen diejenige 
Gruppe von 168 Substitutionen aufstellen, welche in KR enthalten 
ist und ein Element von x, 1... X, etwa x, ungeändert lässt. 
Innerhalb dieser Gruppe existieren wieder Untergruppen von 24 
Substitutionen, welche eine der 7 Funktionen von K z. B. das 
Quadrupelpaar 


[0, l, 2, 3] Tr [4, d, 6, 7] 


unverändert lässt. Diese Gruppe U kann nur 0, 1,2, 3 unter sich 


0. 
und 4,5,6 unter sich vertauschen und deshalb als das Produkt 
der 4 Gruppen 


a1, (01) (23) 
»—1, (02) (13) 
is —1, (123) (654), (132) (645) 
a1, (01) (45) 


dargestellt werden. 2 ist mit & vertauschbar; i3 mit der Gruppe 
{0 ü} und is mit der Gruppe fis i2 &ı). Nehmen wir zu diesen vier 
Gruppen die Gruppe i, welche die zyklische Substitution siebter 
Ordnung 

i = (0413256) 


bildet, hinzu, so erhalten wir in dem Produkte 
’=1: ia ia de a 


eine Gruppe von 168 Substitutionen, welche in R enthalten ist 
und x ungeändert lässt. Die Gruppe R selbst stellt sich als das 
Produkt von Q und V dar. Aus dieser Darstellung von & ist 
leicht ersichtlich, dass jede der 8. 168 Substitutionen aus einer 
geraden Anzahl von Transpositionen besteht; unter der alternie- 
renden Gruppe nimmt daher 2 nur 15 verschiedene Werte an, 
und die Resolvente 30. Grades kann durch eine solche vom 15. 
Grade, unter vorheriger Adjunktion der Qudratwurzel aus der 
Diskriminante von f(x) =, ersetzt werden, Die Gruppe R un- 
serer Gleichung f(x) =0 reduzierte sich auf die Gruppe Q da- 
durch, dass wir alle Wurzeln der irredueibelen Gleichung 9 (2)=0 
vom siebten Grade adjungierten; folglich darf nach der Theorie 
von Galois (Journal de Mathematiques pures et appliquees, t. X1.) 
die Gruppe @ keine Aenderung erleiden, wenn man in den Zyklen 
aller Substitutionen von Q irgend eine Substitution von R aus- 
führt; d. h. es ist 


R-!QR=Q, QR=RG; 


es muss also R mit Q vertauschbar sein. Wir hätten dieses auch 
noch auf andere Weisen zeigen können z. B. dadurch, dass wir 
den 3-stufigen Isomorphismus von 7’ und R in Betracht zogen; 


le 


T ist achtstufig isomorph zu R, und es entspricht der Substitu- 
tion 1 von 7’ die Untergruppe Q von R. Bedeutet nun o eine 
Substitution von @, ferner z eine von R, welcher taus T entspricht, 
so entsprechen sich auch die beiden Produkte 


wand, 


folglich gehört «—!or wieder zu Q, und Q ist eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von R. Da nun alle geometrischen Substitu- 
tionen in ihrer Verbindung mit den arithmetischen, und nur diese 
mit der Gruppe der arithmetischen Substitutionen vertauschbar 
sind, und da ferner ® auch wirklich 8.168 Substitutionen ent- 
hält, so muss R identisch sein mit der Gruppe G, welche gebildet 
wird aus allen arithmetischen Substitutionen achten Grades kom- 
biniert mit allen geometrischen Substitutionen desselben Grades; 
hieraus folgt dann weiter, dass die durch @ charakterisierte Klasse 
von Gleichungen die Quadrupeleigenschaft besitzt, und dass die 
Wurzeln einer solchen Gleichung die Form haben 


wo die 5, 5ı...ss die Wurzeln eimer Gleichung 7. Grades mit 
Tripelcharakter sind; die Gruppe der letzteren ist die der Gruppe 
R achtstufig isomorphe Gruppe T. 

Oben hatten wir als eine notwendige Bedingung für die alge- 
braische Lösbarkeit einer primitiven Gleichung achten Grades 
festgestellt, dass ihre Gruppe entweder mit G zusammenfalle 
oder in @ enthalten und die Gruppe I’ der arithmetischen Sub- 
stitutionen als letzte Gruppe der Hauptreihe haben müsse; jetzt 
haben wir gesehen, dass im ersteren Falle die Gleichung nicht 
algebraisch lösbar ist, dass also die Gruppe G noch zu umfassend 
ist, Eine notwendige Bedingung für die algebraische Auflösbar- 
keit einer primitiven Gleichung achten Grades ist daher, dass 
ihre Gruppe besteht aus den arithmetischen Substitutionen achten 
Grades kombiniert mit geometrischen Substitutionen desselben 
Grades; die Funktionen & und K, oder besser gesagt, die Funk- 
tionengattung, zu der sie gehören, ist dann rational bekannt; 
ausserdem muss noch die in Betracht kommende Gleichung sieb- 
ten Grades, wodurch wir die 7 Funktionen von & oder K einzeln 


— A+ so + Ns Ha HN 5 + Ya ANY ss 
fe) 


’ 
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erhalten, algebraisch lösbar sein. Und diese Bedingung ist auch 
hinreichend; denn sobald die Funktion K rational bekannt ist, 
sind auch alle anderen symmetrischen Funktionen der 7 Funk- 
tionen, aus denen K besteht, bekannt; daher erhalten wir durch 
die Lösung einer Gleichung siebten Grades, welches wir als alge- 
braisch möglich vorausgesetzt haben, die 7 Funktionen von K 
einzeln, und damit 7 lineare Gleichungen, welche mit der achten 


tra ta +8 Fa +05 +0 + u = — A 


vereint, die Wurzeln der vorgelegten Gleichung f (x) = 0 liefern. 


3,0. 

Im folgenden wollen wir nun, auf Grund der Darstellung 
unserer Gruppe #, Typen algebraisch auflösbarer primitiver Glei- 
chungen achten Grades aufzustellen versuchen und zunächst den 
Fall ins Auge fassen, wo die in die Lösung eingehende Gleichung 
siebten Grades, welche wir für die Folge stets mit pi (x) = 0 be- 
zeichnen, reduktibel ist. Zu Grunde liegt die Gruppe der arith- 
metischen Substitutionen. 

Zu diesem Zwecke kombinieren wir Q zunächst mit der 


Gruppe U, welche 

4 =1,1(01)423) 

ia = 1,402) 413) 

is =1, (123) (654), (132) (645) 

“a =1, (01) (45) 
als Untergruppen enthält. Die Gruppe U der obigen 24 Substi- 
tutionen lässt, wie wir gesehen haben, das Quadrupelpaar 


[0, 1, 2,3] + [4 5, 6, 7] 


und ebenso das Element x: ungeändert, U kann also nur die 
vier Grössen 0, 1,2,3 unter sich und die 3 Grössen 4, 5, 6 unter 
sich vertauschen. Ferner versetzt die Gruppe Q entweder die 
4 Elemente 0,1,2,3 unter sich und 4, 5,6, 7 unter sich, oder 
löst gleichzeitig 0,1,2,3 durch 4,5,6,7 ab. Da nun U mit Q 
vertauschbar ist, so erhalten wir alle 8.24 Substitutionen der 


Gruppe {9 UV = «a, wenn wir die 3 Substitutionen von @Q der 
Reihe nach (auf derselben Seite) mit den 24 Substitutionen von 
U multiplizieren. Jede Substitution von « kann also derart aus- 
geführt werden, dass wir zunächst eine Substitution von U und 
dann eine von (Q) ausführen. Hieraus ergiebt sich, dass die Gruppe 
a der 3.24 Substitutionen imprimitiv ist und, dass 0,1,2, 3; 
4,5, 6,7 zwei Systeme der Imprimitivität sind. Wenden wir « auf 
die Elemente 0,1.... 7 von 3 an und fassen die Umsetzungen 
unter den S, Aı,.... & als Substitutionen unter diesen Elemen- 
ten auf, so erhalten wir die zu « achtstufig isomorphe Guppe «‘, 
welche die in die Lösung eingehende Gleichung siebten Grades 
Ya’ (x) = 0 charakterisiert. Die Gruppe «@' besteht aus folgenden 
24 Substitutionen: 


1, (BıBa) (CıC2), (BıCı) (B2&), (BıQ@%) (BaCı), (8A1Aa) (BıCı Ba), 
(SAıA2) (Bı@aCı), (S8AıA2) (CıCaBa), (8A1Aa) (Bı BaCh), 
(SA2Aı) (BıBaCı), (84A2Aı) (Ci B2Ch), (8AaAı) (Bı Ca Ba), 

(SA2Aı) (BıCı Ch), (A142) (CıC2), (AıAa) (BıBe), (AıAa) (CıBaCaBı), 

(A142) (CıBıCaBe), (AS) (CıCaBaBı), (A1S) (Bi), (AıS) (Ci Ba), 

(A418) (Cı Bı B2Ch), (A2aS) (Ci CaBı Ba), (AaS)) (OaBa), (AaS) (Ci BaBı (%), 

(428) (GL Bi). 


«@ ist intransitiv und zwar sind z. B. 8, Aı, Aa transitiv verbunden. 
Pa’ (x) =0 ist reduktibel. 

Wir haben gesehen, dass die Gruppe « Ash 8.24 Substitu- 
tionen, welche durch Vereinigung von Q und U entsteht, imprimi- 
tiv ist; demnach muss auch jede Gruppe, welche durch die Ver- 
bindung von Q mit irgend einer der in U enthaltenen Gruppen 

u, ia, 3, % 
entsteht, imprimitiv sein, da eine imprimitive Gruppe nur impri- 
mitive Divisoren haben kann. 

Durch diese Kombinationen gelangen wir also stets zu impri- 
mitiven Gruppen, die wir aber von unseren Betrachtungen bereits 
ausgeschlossen haben; um daher zu primitiven Gruppen zu ge- 
langen, fahren wir fort zu kombinieren und gehen zu dem Falle 
über, wo gi (x) =0 irreduktibel wird. Die Vereinigung von Q 
mit den 7 Potenzen der zyklischen Substitution siebter Ordnung 
(0413256), nämlich mit 
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i1 = (0413256) 
i2 — (0126435) 
i® — (0361542) 
i& — (0245163) 
i5 — (0534621) 
i5 — (0652314) 


E== 1 


liefert, weil ö mit Q vertauschbar ist, eine Gruppe | von 56 Sub- 
stitutionen. & ist primitiv, was wir leicht daraus ersehen können, 
dass die zyklische Substitution © nur das Element «7 ungeändert 
lässt. Wir behaupten, dieser Gruppe entspricht eine Klasse alge- 
braisch auflösbarer, primitiver Gleichungen achten Grades. Die 
Gleichung 7. Grades 9%’ (x) =0 wird charakterisiert durch eine 
Gruppe £ von 7 Substitutionen; [’ ist also von der Ordnung und 
dem Grade 7. Eine Gruppe aber, deren Ordnung und Grad eine 
Primzahl p ist, besteht aus den p Potenzen einer zyklischen Sub- 
stitution pt Ordnung; deshalb sind die Substitutionen von £’ ver- 
tauschbar, und die dadurch charakterisierte Gleichung ist eine 
Abel’sche Gleichung siebten Grades. Hieraus folgt dann unmit- 
telbar die Eigenschaft der algebraischen Auflösbarkeit für alle 
durch £ charakterisierten Gleichungen achten Grades. Wir hätten 
dieses auch dadurch nachweisen können, dass wir durch Rech- 
nung zeigten, dass £’ aus den 7 Potenzen der zyklischen Substi- 
tution (SCa Aa Ci Bı B2 Aı) besteht, nämlich aus 


UÜ1=(8 @& A Ci Bı Ba Aı), 
Ü2= (842 Bı Aı O2 Ci Ba), 
G3— (8 Ci Aı Aa Ba Or Bı), 
Ct= (8 Bı Ob Ba Aa Aı Ch), 
Ü5= (8 Ba Ci & Aı Bı As), 
C°= (8 Aı Ba Bı Cı Ar Ob), 
en 1. 


Um noch weitere Typen algebraisch auflösbarer, primitiver 
Gleichungen achten Grades zu finden, müssen wir die Gruppe L 
mit irgend einer Kombination, welche jedoch nicht alle umfassen 
darf, der folgenden Gruppen vereinigen: 
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ii =1, (01) (23); 
a =1, (02) (13); 
is —1, (123) (654), (132) (645); 
ia —=1, (01) (48). 


Wir wollen zuerst öü wählen; die Kombination Z mit üı bildet 
eine Gruppe $; dieser tt die zu $ achtstufig isomorphe 
Gruppe 9, welche entsteht durch Vereinigung von [’ mit der 
Gruppe 


1, (Bı Ba) (Cı O2). 


9 ist transitiv; denn es enthält eine zyklische Substitution 
siebter Ordnung; folglich ist die Gleichung 99 (x) = eine irre- 
duktibele Gleichung siebten Grades, und es fragt sich, ob diese 
algebraisch lösbar ist. Wenn dies der Fall sein soll, muss 99 (x)=0 
eine Galois’sche Gleichung sein; ihre Gruppe kann nur lineare 
und ganze Substitutionen von der Form 


s=|z az-+e«a| mod. 7 


(a=1,2....6);(@=0,1,2...6) enthalten; eine solche Substi- 
tution, welche sich nicht auf die Einheit reduziert, setzt entweder 
alle 7 oder nur 6 Elemente um. Hieraus ersehen wir sofort, dass 
unsere Gleichung siebten Grades 93° (x) —0 keine Galois’sche 
ist; denn in 9° kommt sicher die Substitution (Bı B>) (Ci O2) vor, 
Blchs nur 4 Elemente umsetzt. Folglich sind auch die in der 
durch $ charakterisierten Klasse enthaltenen Gleichungen achten 
Grades nicht algebraisch lösbar. Es drängt sich uns nun die Frage 
auf, wie müssen die Substitutionen, welche mit [ vereinigt werden 
dürfen, beschaffen sein, damit die in die Lösung eingehende Glei- 
chung siebten Grades eine Galois’sche ist. Die durch die Kom- 
bination erhaltene Gruppe darf nur lineare, ganze Substitutionen 
von der Form 


—|e azta | mod. 7 
umfassen. In dieser Gruppe können ausser den Substitutionen 


von keine von der siebten Ordnung vorkommen; transformieren 
wir daher irgend eine Substitution von &, etwa CA, durch eine 
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Substitution 0 unserer Gruppe, so muss C’* in eine seiner Potenzen 
übergehen, demnach ist 
od Ei, 

Die Substitutionen der Gruppe, welche mit £’ vereinigt wird, 
können also nur solche sein, welche 6 Elemente umsetzen und die 
Gruppen [’ in sich selbst transformiren; ausserdem müssen die- 
selben regulär sein, da alle Substitutionen der Gruppe 


s=|lz az-+a 


regulär sind. Betrachten wir die Gruppe «’, so finden wir, dass 
von allen in ihr enthaltenen Untergruppen nur die Gruppe 


# = 1, (84142) (BıCaCı), (84241) (Bi Ci Ob), 


die 3 soeben aufgestellten Bedingungen zugleich erfüllt. Die RU IBPe 
{B\. a — n besteht aus folgenden 21 Substitutionen: 


(S024A2Cı BıBaAı), (Ar Cı Ba) (BıA20a), (8C1A2) (O2 BaAı), 
(842 BıAı O2Cı Ba), (8C2Ba) (BıCıAı), (SBı Ba) (A1 A206), 
(SC1 A142 BaCa Bı), (8A2Cı) (AıB2C3), (SBaCa) (BıAıCı), 
(SBı02B242Aı Ch), (SC1 CR) (BiıB2A2), (8A Bi) (A2Cı Ba), 
(SB2Cı 02 Aı Bı Aa), (SBıAı) (A2BaCı), (Aa Bı CO») (Aı BaCı), 
(8Aı BaBı C1 A202', (8.B2Bı) (Aı 0242), (SCaCı) ( BıAaBe), 
(84142), (Bı CaCı), (8A2Aı) (Bi Ci Ch), I: 


Die durch 7° charakterisierte Gleichung 97, (2) = 0 ist eine 
irreduktibele Galois’sche Gleichung siebten Grades. "Bezeichnen 
wir die Elemente 8, Ob, Aa, Ci, Bı, Be, Aı bezüglich mit Aı, Aa, 
As, Aa, As, As, Ar, so fällt 7” zusammen mit der Gruppe 


|: az+-a| mod. 7 
für: a —1, 2, A No, 12,3 200008 


Der Gruppe 7 entspricht in der Gruppe R eine Gruppe 7 
von 3.7. 8 Substitutionen, welche entsteht durch die Vereinigung 
der Gruppe {Qi% oder Z mit der Gruppe 

3=1, (013) (465), (031) (456); 


» 


folglich ist 


n charakterisiert die allgemeinste Klasse primitiver, algebraisch 
auflösbarer Gleichungen achten Grades; die Faktoren der Zusam- 
mensetzung von n sind 

3, [f 2, 2, 2; 
die Hauptreihe der Zusammensetzung ist 

6 M 1, 

wo M durch die Gruppe der aritbmetischen Substitutionen achten 
Grades gebildet wird. 

Wir wollen noch eine andere Weise anführen, wie wir die 
Typen der algebraisch auflösbaren Gleichungen achten Grades hätten 
‘finden können. Die allgemeinste Quadrupelgleichung achten Grades 
würde algebraisch lösbar sein, wenn die in die Lösung eingehende 
Gleichung siebten Grades $ (x) = 0 diese Eigenschaft hätte. Die 
Gruppe 7’ der Gleichung p (x) —=0 besteht aus 168 Substitutionen 
und wird durch Kombination von «’ und [’ erhalten. Diese Grup- 
pen enthalten aber nur Substitutionen, die aus einer graden An- 
zahl von Transpositionen bestehen, folglich wird auch das Pro- 
dukt T derselben der alternen Gruppe angehören. Die Gruppe der 
in Betracht zu ziehenden Gleichung gi (x) = 0 muss daher einer- 
seits in der alternen Gruppe, andererseits aber auch in der Gruppe 


De ,) enthalten sein. Unter den auflösbaren Gruppen N b 


giebt es vier verschiedene Typen: 
| 2 
1) @r,) 55 041,2: 5,4 5,6; 
2) E:) een); 
3) Ge) PUT RT 1 RE 


+) 2) Be A Ba 9 


38 


2) und 4) enthalten aber Substitutionen, die nicht der alternie- 
renden Gruppe angehören; diese müssen also ausgeschlossen wer- 
den. Die Typen 1) und 3) liefern, wie wir bereits wissen, Klassen 
auflösbarer Gleichungen achten Grades. 

Es bleibt noch übrig, die Form der Wurzeln einer solchen 
Gleichung darzustellen; sie ist enthalten in der, welche oben all- 


gemein für die Quadrupelgleichungen achten Grades angegeben 
wurde, nämlich in 


us lat Va HS AH Va Ha He 

4Vaaun, 
wo die 50, S1,...ss Wurzeln einer Gleichung siebten Grades mit 
Tripelcharakter sind. Dieser Ausdruck enthält 7 Quadratwurzeln 
und nimmt daher 27 verschiedene Werte an. Da aber unsere Glei- 
chung 8. Grades nur 8 Wurzeln hat, so müssen unbedingt 4 Qua- 
dratwurzeln entfernt, d. h. durch die drei übrigen ersetzt werden 


können. Wenn die Gleichung 7. Grades gelöst ist, so besteht die 
Gruppe der Gleichung 8. Grades aus den 8 Substitutionen 


1,.8,.01,.08, bi, Da, c1, ©. 


Alle Funktionen, welche hierdurch ungeändert gelassen wer- 
den, sind rational bekannt. Da sich nun die 3 Substitutionen 


1, s, ai, Qa, bi, ba, cı, ca 
ableiten lassen aus den dreien 


so sind auch alle Funktionen bekannt, welche hierdurch ungeän- 
dert gelassen werden. Die Grössen 


Vo,VY a, Vs Vs.) Vs, Vs 
erleiden durch die Anwendung der Substitutionen 
s, a, di 


Vorzeichenänderungen, die sich aus folgender Tabelle leicht ent- 
nehmen lassen: 
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re Ws RE a Da Fl ra ae 
a 
et ei mich er 
en ea, Lem 


4 gas 


Daraus folgt, dass die Produkte 


V’o.VYa.Vs=a 
VYa.VYs.Vs=y 
V’o.Ys.VYs.VYs=6 
rational durch die so, sı,....ss und die übrigen bekannten Grössen 
ausgedrückt werden können, Aus 
Vo Ysı VYVama. 
ergiebt sich 
ei & 
VY ei 
a ra 


Ebenso erhalten wir 


u‘ ß ö 
Vs a 
EERENAMRUN 

RN 


in Ö 
Vo 
"rs VaYs 
und damit folgende Form für die Wurzeln unserer Gleichung 
achten Grades 


1 N wi En & 
Mi 21-4 + Yo + Y'sı +V'’s nr PAgRa Zee 
VoVs 'VaYs 'VYoVYsYV's 
Lässt man in diesem Ausdrucke den Qudratwurzeln ihre volle 


Allgemeinhet, so liefert er die 8 Wurzeln xo, z1,.... x. Jene 
Form muss nun zwar notwendig jede algebraische Funktion haben, 
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wenn sie einer primitiven Gleichung 8. Grades Genüge leisten 
soll; aber sie ist noch zu allgemein, d. h. sie schliesst noch solche 
algebraische Funktionen in sich, welche eine primitive auflösbare 
Gleichung achten Grades nicht befriedigen. Dieses liegt aber an 
den Wurzeln so, sı,.... ss der Gleichung siebten Grades; denn 
diese hat nur den Tripelcharakter, sie muss aber eine Galois’sche 
sein, deren Gruppe entweder durch die Substitutionen 


E z+0| mod. T b=0,1,23,...6) 
oder durch die Substitutionen 
|: az+ | mod Ti a TR, 4) 
b=0, 1.22 Er 


gebildet wird. Fügen wir diese Bedingung hinzu, so wird auch 
unbedingt jede algebraische Funktion von obiger Form Wurzel 
einer algebraisch auflösbaren primitiven Gleichung achten Gra- 
des sein. 


8. 6, 


Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die hier von uns in aller 
Strenge abgeleiteten Resultate nicht übereinstimmen mit denen, 
welche Despeyrous auf andere Weise erlangt hat. (Memoire 
sur les &quations resolubles algebriquement par M. Despeyrous, 
ancien professeur & la Facult des scienses de Toulouse. 1887). 
Es fehlt bei demselben der letzte von uns aufgestellte Typus. 
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